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Eine wesentliche algebraische Begriffsbildung fur die Auflljsung von 
Singularitiiten im Fall der Charakteristik 0 ist die normale Flachheit, die bei 
Hironaka [4] als Bedingung an die glatten Zentren von Autblasungen gestellt 
wird. Algebraisch wird lokal folgende Frage untersucht: Man betrachtet 
einen regularen lokalen Ring (Q, M) und darin ein Primideal P mit Q/P 
regular. Fur ein weiteres Ideal I c P setzen wir R = Q/I und p = P/I. Dann 
fragt man, wann R 1Hngs p normal flach ist. Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung daftir ist die Existenz eines Erzeugendensystems 
f, ,..., f, von I, das folgende Eigenschaften besitzt: (a) Die Leitformen von 
f, ,...,f, in gr,(Q) erzeugen das Leitideal gr,(I, Q) von I, d.h. dief, sind eine 
sogenannte Standardbasis. (b) Fur 1 Q i < m ist vr,,(fi) = Vale;:).’ Unter den 
angegebenen Voraussetzungen ist die normale Flachheit von R liings p such 
Siquivalent zu Hg’ = H&+ r, mit r = dim R/p ([2]; vgl. such [ 121). Im Hyper- 
flachenfall, wenn also I = f. Q ein Hauptideal ist, sind daher folgende 
Bedingungen aquivalent: 
(1) R ist normal flach llngs p. 
(2) e,(R) = e&J. 
(3) V&f) = VP(f). 
In hoherer Kodimension fallen diese Begriffe im allgemeinen auseinander. 
Wir haben uns die Frage gestellt, unter welchen Bedingungen die 
Aquivalenz von (l), (2) und (3) fiir vollsttindige Schnitte erhalten bleibt. 
WHhrend in Hironakas Charakterisierung von normaler Flachheit durch 
geeignet gewahlte M-Standardbasen ein vorgegebenes Erzeugendensystem 
von I im allgemeinen abgeandert werden mu& beziehen sich unsere Unter- 
suchungen auf Eigenschaften einer fest vorgegebenen regularen Folge, die I 
erzeugt . 
I v&f) = sup@ IfE M"), analog fiir VP. 
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Fiir ein Erzeugendensystem von I geben wir Bedingungen an, unter denen 
(11, (2) und (3) “q a uivalent sind, d.h. die Erzeugenden von I waren giinstig 
gewlhlt im Sinne von Hironakas Kriterium. Dafiir geniigen zum Teil 
schwlchere Bedingungen an die Erzeugenden von I, als superregullir zu sein 
(s. Satz 2.4). In Theorem 2.2 werden diese abgeschwachten Begriffsbildungen 
benutzt, urn aus der Aquimultiplizitlt e,(R) = eO(R,) die Gleichheit der 
entsprechenden Hilbert-Samuel-Polynome zu folgern. Damit wird erneut die 
Differenz zwischen normaler Flachheit und Aquimultiplizitlt deutlich. Diese 
Ergebnisse sind Inhalt des zweiten Abschnitts. 
Im ersten Abschnitt werden Abschwachungen der Begriffe Standardbasis 
und superregultire Folge untersucht, wobei einige Methoden von 
Valabrega-Valla [ 131 sinngemHl3 iibertragen werden. 
Im dritten Teil betrachten wir zweidimensionale Potenzreihenringe, die 
durch Monome erzeugt werden. Nach allgemeinen Kriterien fur die 
Aquimultiplizitat und die Cohen-Macaulay-Eigenschaft solcher Ringe folgen 
Beispiele, an denen man die Wirksamkeit unserer Bedingungen ablesen kann. 
Diese Beispiele legen nahe, da8 die von uns gewtihlten Bedingungen nicht 
wesentlich verbessert werden kdnnen. 
Die Ergebnisse des letzten Abschnitts gehen im wesentlichen auf Robbiano 
[8] zuriick, wobei die Beweise stark vereinfacht werden ktinnen. Man erhalt 
insbesondere, da13 fur bestimmte Primideale p im Fiihrer eines zweidimen- 
sionalen lokalen Integritatsbereiches R die Aquimultiplizitat von R langs p 
die normale Flachheit liefert. 
Wir danken M. Hochster, L. Robbiano und G. Valla fur eingehende 
Diskussionen und Anregungen zu diesen Fragestellungen. 
Alle vorkommenden Ringe sind kommutativ mit Eins, lokale Ringe sind 
noethersch. 
1. FASTREGULARE FOLGEN UND OBERFL~HENSEQUENZEN 
Sei zunachst A = @ ny,, A, ein graduierter Ring. 
DEFINITION. Ein homogenes Element a E A hei& fastregulrir, wenn es 
ein n, E n\l mit folgender Eigenschaft gibt: 1st b E A,, mit n > n, und ba = 0, 
so ist b = 0. Sind a ,,..., a, E A homogen, so hei& die Folge (a,,..., a,) 
fastregular, wenn Q, fastregular ist und das Bild von ui in 
A/a,A + 0.. + a,- ,A fastregular ist fur i = 2 ,..., r. 
Ein fastregullres Element braucht nicht regular zu sein, sondern es ist ein 
Oberflachenelement des graduierten Ringes A im Sinne von Nagata 
[6, S. 711. Der Satz 1.7 zeigt den Zusammenhang zwischen Oberfllchense- 
quenzen eines lokalen Ringes (R, m) und fastregulliren Folgen in gr,,,(R). 
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FastregulLe Folgen verhalten sich in mancher Hinsicht wie regulke 
Folgen. Wie fiir diese kann man folgende Resultate beweisen. 
LEMMA 1.1. Ist A graduiert und sind m,,..., m, E N, so gilt fur 
komogene Elemente a, ,..., a, E A: Die Folge (a, ,..., a,.) ist genau dann 
fasterguliir, wenn die Folge (a:‘,..., r amr)fastregular ist. (Vgl. z.B. [5].) 
LEMMA 1.2. Sei A graduiert und seien a,,..., a,. E A homogene Elemente 
uon gleichem Grad, so daJ die Homologiemoduln Hp(a, A) des Koszul- 
Komplexes graduierte A-Moduln sind. Sind a, ,..., a, eine fastregultire Folge, 
so gilt H,(a, A),, = 0 fur p > 0 und groJe n. 
Der Beweis beruht auf Standardschliissen wie etwa in [ 11, IV-31. Ein 
wichtiger Unterschied zu regularen Folgen besteht darin, da13 sich 
Lemma 1.2 nicht umkehren Mt. Das bedeutet insbesondere, dal3 die 
Eigenschaft fastregulsr im allgemeinen bei Vertauschung der Reihenfolge 
nicht erhalten bleibt, wie such aus Satz 1.7 und dem folgenden Beispiel her- 
vorgeht. 
Beispiel. Es sei A = k[X, Y, Z]/(X . Y . Z, Y . Z’) = k[x, y, z], wobei die 
Graduierung beziiglich Z genommen wird. Wir betrachten die Elementef, = 
x . z, f2 = y . z in A; beide sind vom Grad 1. Dann ist die Folge cfi, f2) 
fastregular mit n, = 2. Aber die Folge (f,, f,) ist nicht fastreguliir, weil f, 
von jedem xizn annuliert wird (n > 1). 
Fur den Rest dieses Abschnitts werden folgende Bezeichnungen verwandt: 
(Q, M) ist ein lokaler Ring, I c M ein beliebiges Ideal und Q* = gr,(Q). Fur 
fE Q istf * die Leitform von f in Q* und v(f) = v,(f) = sup{n ] f E I”}. 1st I 
ein Ideal in Q, so wird mit J* das von {f * ( f E J) erzeugte Ideal in Q* 
bezeichnet. 
DEFINITION. Sei J = f, Q + .-. + f, Q, fi E Q. f, ,..., f, heil3en schwache 
Standardbasis (von J beziiglich I), wenn es ein n, E n\r gibt mit 
Jf=(fTQ*+-+f:Q*>, fiir n>n,. 
Die beiden folgenden Lemmata sind Ubertragungen aus [ 13). 
LEMMA 1.3. Sei J = K +fQ, K c Q ein Ideal, und n,, E N. Dann sind 
folgende Aussagen dquivalent: 
(1) Jf=(K*+f*Q*)nftirn>n,, 
(2) I”nJ=I”nK+I”-dfmitd=vCf) fCrn>n,,. 
Beweis. (1) =P (2). Nach Voraussetzung ist 
1”nJ~I”nK+I”-df+1~+~ fiir n >n,, 
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woraus nach Durchschnitt mit J und durch Induktion nach t folgt: 
I”~JcI”~K+I”-~~+I~+~ fur alle t > 1. 
Die Umkehrung ist klar. 
LEMMA 1.4. Seien J = K + f”Q und n, E n\i wie oben. 1st Jx 4 
(K* + f*Q*),, f’r n > n,,. so gilt 
(K* : f*),, = (K : f),* ftir n>n,. 
Beweis. Sei n > n, und x* E (K* : f*)n fur ein x E Q. Mit d = v(f) folgt 
xf=a+b, aEK, bEI”+d+l. Nach 1.3 ist b=xf-aEJnI”+d’tl= 
KfTI”+d+l+In+l$ Setzt man alsoxf-a=c+dfmit cEK undqEI”+‘, 
so folgt (x - q)f = c + a E K und damit x* = (x - q)* E (K : f)f. 
KOROLLAR. Seien f,,...,f, E M eine regultire Folge und Ji = 
f, Q + . . . + AQ, i = I,..., r. Sind fCr jedes i = l,..., r die Elemente f, ,..., f. 
eine schwuche Stundurdbusis con Ji bezziglich I, so ist dfy,..., f:) eine 
fustregultire Folge. 
DEFINITION. (a) f E I heirjt Oberfliichenelement fur I, wenn es ein 
c E N gibt, so dalj fur n > c gilt: (I”+d : f) n 1’ = I”, wobei d = v(f). 
(b) f, ,..., f, E I heil3en Oberflachensequenz fur I, wenn fur jedes i = 
1 ,..., r das Bild von fi in Q/f1 Q + . . . + fi-, Q ein Oberfllchenelement fur 
I/f1 Q + .-- + ./-:-l Q ist (f, = 0). 
(c) f, ,..., f, E I heil3en stabile Oberflachensequenz fiir 1, wenn sie eine 
Oberfllchensequenz fur I sind und fur i = 2,..., r gilt 
fi~IuCfi’+’ + f,Q+ a-. +fielQ. 
LEMMA 1.5. Sei J = K + fQ c M, Q = Q/K, I = I + K/K undfdus Bild 
von f in Q. Es gelte 
(a) f ist Ober-achenelement fii’r 1 mit v(f) = v(f) (d.h. 
f@I “(f)+ l + K)- 
(b) fist kein Nullteiler in Q. 
Dun gibt es ein n, E N derurt, daJ 
J,* = (K* + f *Q*), fiir n>n,. 
Beweis. Sei v(f) = v(f) = d und 
(P+d : J;)nI’=P fur n > c. 
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Nach (b) gibt es ein k > 0 mit I” : f~ I”-k [2, Chap. III, Sect. 3, No. 11. Sei 
n, = max{c + d, c + k), n > n, und x* E J, * die Leitform eines Elementes 
xEI”nJ\I”+‘, etwa x = a + bf, a E K, b E Q. Fur die Bilder in Q gilt dann 
Z=bf, also 6 EinekcF (da n-k>n,-k>c). Daraus folgt 6E 
(in : f) n I’ = in-d, also b E In+d + K. ES folgt 
x= gfhf mit gEK, hEI”-d. 
Fur hf E In+’ ist x* = g* E K*. 
Fur hf@ In+’ ist (hf)* = h*f* und daher 
x* = h*f * falls g E I”+’ 
= g* + h*f * falls g@ I”+‘. 
Es folgt also J,* c Kz + (f*Q*), = (K* + f*Q*), und damit die 
Behauptung. (Die Bedingung ~(7) = v(f) wurde benutzt, urn aus hf E I” 
schlieljen zu konnen, da13 x* = g* + h*f* fur g & I”+ ’ .) 
KOROLLAR. Sei f,,..., f, E I eine stabile Oberf&hensequenz fiir I und 
eine reguliire Folge. Dann sind fiir jedes i = I,..., r die Elemente f, ,..., fi eine 
schwache Standardbasis fCr f, Q + ... + f;.Q. Insbesondere ist f T,..., f f eine 
fastregultire Folge in Q*. 
LEMMA 1.6. Ist f E I und f * fastregullir, so ist f ein Oberfliichenelement 
fiir I. 
Beweis. 1st d = v(f) und n, gewahlt wie in der Definition von fastegular, 
so gilt (Intd : f) f> I”O = I” fur n > n, . 
SATZ 1.7. Fur eine Q-regulrire Folge f, ,..., f, E I sindfolgende Aussagen 
iiquivalent: 
(1) f, ,..., f, ist stabile Oberfldchensequenz ftir I. 
(2) f T,..., f T ist fastregultire Folge. 
Beweis. (1) * (2) gilt nach dem Korollar zu Lemma 1.5. 
(2) * (1) beweist man durch Induktion nach r, den Induktionsanfang 
bildet Lemma 1.6. Fiir r > 1 sei f, ,..., f,- I stabile Oberflachensequenz fur I. 
Dann sind diese Elemente nach dem Korollar zu Lemma 1.5 eine schwache 
Standardbasis fur f, Q + . .. + f,-, Q beziiglich I, also 
IQ*/f TQ* + ... +fL,Q*l.=IQ*/(f,Q+~..+f,-,Q)*l. 
fur grolje n. Sei Q= Q/f,Q + ... + fr-,Q, f=I/flQ + ... + f,-,Q und x 
das Bild von f, in Q. Das Bild von f F in gr@) ist fastregular und von Null 
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verschieden (da dim Q > 0). Es stimmt daher mit der Leitform von J; 
iiberein. Daraus folgt, d&yr Oberfliichenelement fur i ist, und f, & IvcfJ+’ + 
f,Q + a.. +L-IQ. 
Fur den Fall I = M erhalt man als Korollar zu Satz 1.7 folgendes 
Ergebnis: 
SATZ 1.8. Sei Q ein Cohen-Macaulay-Ring und seien f, ,..., f, E M. Sind 
die Leitformen von f, ,...,f, in gr,(Q) eine fastregultire Folge, so sind f, ,..., f, 
eine stabile Oberfliichensequenz fCr M. 
Beweis. Man verwendet Induktion wie in Satz 1.7, (2) ti (1) und zeigt 
zustitzlich, dal3 J; kein Nullteiler ist. Das folgt daraus, da13 Q ebenfalls ein 
Cohen-Macaulay-Ring ist (nach Induktionsvoraussetzung), and J; ist als 
Obefllchenelement fur R Teil eines Parametersystems. (Der Beweis zeigt, 
dal3 man M durch ein M-primares Ideal ersetzen kann.) 
Bemerkung 1.9. Mit demselben Schlul3 wie im Beweis von Lemma 1.5 
zeigt man, da13 ein Nichtnullteiler f E M genau dann ein Oberflachenelement 
fur M ist, wenn gilt: 
W n+d: f)=M” fur groBe n; d = vM(f). 
2. AQUIMULTIPLIZIT,&T FOR VOLLST~NDIGE DURCHSCHNITTE 
Fur einen lokalen Ring (Q, M) ist Ho (‘) die gewohnliche Hilbert-Samuel- 
Funktion, also Ht’ = lc(Q/M”+‘) und * 
H:)(n) = 2 H:-“(k) fiir i>2. 
k=O 
Das zu Hg’ gehorige Hilbert-Samuel-Polynom wird mit PI;” bezeichnet. 
Fur den Beweis von Theorem 2.2 benutzen wir das folgende bekannte 
LEMMA 2.0. Sei (Q, M) ein lokaler Ring und f E M’\M’+’ ein 
Nichtnullteiler und Oberjl~chenelement fiir M. Dann ist 
e,(Q/fQ) = s . co(Q). 
Beweis. Aus der Exaktheit der Sequenz 
0 --) (M,Z+S+l : f)/M”+S+’ - Q/M”+S+’ z Q/M”+,+’ 
-Q/M”+S+‘+fe-O 
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folgt 
lQ(Q/Mnts+’ + fQ) = la((M”+“+’ : f)/MfltS+‘). 
Nach Bemerkung 1.9 ist M”” + ’ : f = M”+ ’ fcr groh n, also 
P;,;Q<n + s) = P::‘(n + s) - P;‘(n), 
woraus die Behauptung durch Vergleich der hochsten Koeffizienten folgt. 
Fiir die Resultate dieses Abschnitts werden folgende Bezeichnungen und 
Voraussetzungen festgehalten: (Q, M) ist ein lokaler Cohen-Macaulay-Ring, 
P c Q ein Primideal und r = dim Q/P. Weiter sei I = f, Q + . . . + f,Q c P 
und R = Q/I, p = P/I. SchlieBlich setzen wir si = v&J) und ti = vpa,(fi/l). 
SATZ 2.1. Seien Q und Q/P regultir und f, ,..., f, eine reguliire Folge. 
Sind die Leiformen von f, ,..., f, in gr,(Q) eine fastreguliire Folge, so ist die 
Aufblasung von’R in p wieder lokal vollst&tdiger Durchschnitt. 
Beweis. Sei x, E P, x, # 0, Q’ = Q[P/x,] und I’ die strikte Transfor- 
miertevonI=f,Q+... + f, Q in Q’. Fiir jedes j, 1 < j < m, ist f, ,..., 4 eine 
schwache Standardbasis von Ij = f, Q + ... f fiQ beziiglich P (Satz 1.7 und 
Korollar zu Lemma 1.5), also gibt es ein n, mit 
Fur beliebiges n und s > no - n, s > 0, gilt daher 
P”(P” n Ii) G P s+nnIj= ;- pn+s-t&* 
[:I 
Aus [ 14, Corollary 2.31 folgt, da8 fi/xt’ ,, ,...,h/x$ die strikte Transformierte 
von Ii in Q’ erzeugen. Deshalb bilden fi/x$,..., f,/x’,m eine regullre Folge in 
Q’, die I’ erzeugt [ 14, Theorem 3. I]. 
Die Folgerung, da13 I’ von einer regulgren Folge erzeugt wird, bleibt such 
dann richtig, wenn Q nicht regular und P ein beliebiges Ideal von Q ist. 
Unter den iibrigen Voraussetzungen ist dann mit R such die Aufblasung von 
R in p ein vollstlndiger Schnitt im verallgemeinerten Sinne. Insbesondere 
kann man schliel3en, da8 die Autblasung von R in p Cohen-Macaulay ist, 
falls die Aufblasung von Q in P als Cohen-Macaulay vorausgesetzt wird. 
In den folgenden Satzen wird stets vorausgesetzt, da8 die Leitformen von 
f, ,..., f, in gr,(Q) mindestens eine fastregulare Folge sind. Daraus folgt wie 
in Satz 1.8, da8 f ,,..., f, eine regullre Folge in Q ist, so da8 R (im 
verallgemeinerten Sinne) vollstlndiger Durchschnitt ist. 
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THEOREM 2.2. Die Elemente f, ,..., f, mtigen folgenden Voraussetzungen 
gen2igen : 
(i) Die Leitformen von f, ,...,f, in grJQ) sind eine fastreguliire 
Folge. 
(ii) Die Leitformen von fJI,..., f,/l in gr,,(Q,) sind eine 
fastregul&e Folge. 
(iii) si > ti fiir i = I,..., m. 
Gilt A’p”’ = PC” ap, so sind folgende Aussagen tiquivalent’: 
(1)’ A’P;) = P;;. 
(2) e@ I= e@ J. 
(3) Fzi’r i = l,..., m ist si = ti. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist insbesondere e,,(Q) = e,(Q,). Nach 
Satz 1.8 ist die Oberfliichensequenz f,,..., f, stabil. Daher folgt aus 
Lemma 2.0 
und analog 
e,(R) = s, . ..- a s, . e,(Q) 
e&) = t, . .-a . t, . eo(Q,). 
Damit folgt (2) o (3) aus (iii). 
Es bleibt (3) + (1) zu zeigen. Dafiir sei Qi = Q/f1 Q + .a. + fiQ fur i = 
m und Q, = Q. Durch Induktion wird gezeigt, da13 A’P”.’ = P”! ist 
iki; (Qi)p= Qi oQ Qp). Sei i < m und A+, das Bild von A+ r ?r Qi zh’ Mi 
das maximale Ideal von Qi. Nach Satz 1.8 ist vMi(Atl) = sit ,, so da13 man 
wie in Lemma 2.0 die Gleichung 
P::+,(n) = P::(n) - Pg,‘(n - si+ 1> 
erhllt. Analog gilt 
womit alles gezeigt ist. 
Bemerkung 2.3. Die Voraussetzung (iii) von Theorem 2.2 ist stets 
erftillt, wenn fur alle n gilt: P” = P (“r. Dann ist namlich ti = vp(fi) (und 
Bedingung (3) ist die Gleichung v&) = vp(fi)). In Theorem 2.5 unten 
benutzen wir ein Ergebnis von Robbiano-Valla [9],wonach die Gleichung 
P” = PC”) fur alle n gleichbedeutend damit ist, darj die Q/P-Moduln P”/P”+ I 
alle torsionsfrei sind. Insbesondere folgt P” = P(“) aus der normalen 
Flachheit von Q llngs P. 
' Af(n) =f(n + 1) -f(n) und A’ = A 0 A”. 
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Im Beweis von (2)o (3) oben wurde vond der Voraussetzung 
A’P:’ = Pgi nur die Wquimultiplizitat eO(Q) = e,(Q,) benutzt. Damit erhalt 
man folgendes 
KOROLLAR. Zusatzlich zu den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) uon 
Theorem 2.2 gelte e,,(Q) = eJQ,). Dunn ist e,(R) = e,(R,) genau dunn, wenn 
si = ti fir i = I,..., m. 
SATZ 2.4. Seien Q und Q/P regular. Es gelten folgende Vorausset- 
zungen: 
(i) Die Leitformen von f, ,...,f,,, in gr,(Q) bilden eine reguliire Folge. 
(ii) Die Leitformen von fill,..., f,/l in gr,,c(Q,,) bilden eine 
fastreguliire Folge. 
Dann sind folgende Bedingungen iiquivalent: 
(1) R ist normal jlach liings p. 
(2) e,(R) = edRJ. 
(3) vM(fi) = vp(fJ fzYr i = l,..., m. 
Beweis. (1) * (2) e (3) ist klar nach dem vorausgegangenen Korollar. 
Nach einem Ergebnis in [ 131 ist eine regulare Folge in einem lokalen Ring 
genau dann superregular beziiglich einem Ideal, wenn sie in Bezug auf dieses 
Ideal eine Standardbasis bilden. Die Implikation (3) =P (I) folgt damit aus 
[4, Chap. II, Theorem 21. 
Bemerkung 2.5. Nach [4, S. 190, Lemma 71 erhlilt man aus (i) und (3) 
des Satzes 2.4, da13 die Leitformen von f, ,...,f, in gr,(Q) eine regulare Folge 
bilden (wieder unter Verwendung von [ 141). 
Im folgenden Theorem 2.6 wird auf die Regularitat von Q verzichtet, dafiir 
jedoch die Bedingung (ii) aus Satz 2.4 verscharft. Wir wissen nicht, ob such 
unter den schwlcheren Voraussetzungen an Q Hironakas Ergebnis 
(Lemma 7) giiltig bleibt. 
THEOREM 2.6. Sei Q (wie stets) Cohen-Macaulay-Ring, Q/P regular, 
und es gelte: 
(i) Die Leitformen von f, ,..., f,, in gr,(Q) sind eine reguldre Folge. 
(ii) Die Leitformen von fill,..., f,/l in grw,(Qp) sind eine reguld’re 
Folge. 
Ist Q normal Jach langs P, so sind folgende Bedingungen iiquivalent: 
(1) R ist normal flach langs p. 
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(2) e,(R) = ed&). 
(3) vM(fi) = vp(fi)fiir i = l,..., m. 
Beweis. Fiihrt man dieselben ijberlegungen wie in Theorem 2.2 fur alle 
Werte der Hilbert-Samuel-Funktionen durch, so sind (2) und (3) iquivalent 
zu H”’ = H(i+‘). Dies ist nach [2] oder [ 121 mit der normalen Flachheit von 
R lii:gs p g%chbedeutend. 
SATZ 2.1. Q sei ein Cohen-Macaulay-Ring mit unendlichem 
Restklassenkiirper. Es sei Q normal flach ldngs P und Q/P regular. Weiter 
gelte: 
(i) Die Leitformen von f, ,..., f, in gr,(Q) sind eine regulare Folge. 
(ii) f, ,..., f, sind Teil eines minimalen Erzeutgendensystems einer 
minimalen Reduktion J von P mit JP = P2. 
Dann sind folgende Aussagen iiquivalent: 
(1) R ist normal jlach lci’ngs p. 
(2) e,(R) = dRp>. 
(3) vM(fi) = vp(fi) ftir i = l,..., m. 
Beweis. Sei f,,..., f, (s > m) ein minimales Erzeugendensystem von J. In 
[ 31 wurde bewiesen, dalj s = ht(P) gelten mu& da e,,(Q) = e,,(Q,,). Daher sind 
f, ,..., f, eine regullre Folge. Wegen JP = P2 sind sie aber such eine 
Standardbasis von J beziiglich P, so dal3 die Leitformen in gr,(Q) eine 
regulare Folge bilden [ 13, Proposition 3.11, 
Bemerkung 2.8. Offensichtlich bleibt Satz 2.7 richtig, wenn man statt 
(ii) nur die analoge Eigenschaft in Qr, fordert. Ersetzt man JP = P2 durch 
Jp” = p”+’ fur ein n > 1, so erhllt man eine schwache Standardbasis von J 
beziiglich P. Man kann jedoch daraus nicht auf eine fastregulare Folge 
schlieBen, so da8 man ein abgeschwlchtes Ergebnis analog zu Theorem 2.2 
nicht erwarten kann. 
Bemerkung 2.9. Sind p die Einbettungsdimension und d die Dimension 
des Cohen-Macaulay-Ringes Qr,, so gilt e,(Q,) >,u - d + 1. Aus Bedingung 
(ii) von Satz 2.8 folgt hier unter anderem die Gleichheit [lo]. 
3. MONOMIALE ZWEJDIMENSIONALE POTENZREIHENRINGE. BEISPIELE. 
Fiir diesen Abschnitt sei k ein unendlicher K&per und 
R = k[P, yb, z ,,..., zr] c k[x, yl 
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mit zi = xaiybi, wobei vorausgesetzt wird, da13 
a < ai falls bi = 0 und alle a, # 0. 
Wir setzen p = (x”, z1 ,..., zr) = xk[x, y] n R, so da13 R/p N k[y”l regular ist. 
Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, da13 ggT’(a, a, ,..., a,) = 
ggT(b, b, ,***, 6,) = 1 ist. Sei G die von (a, 0), (0, b) und den (ai, bi) erzeugte 
Untergruppe von Z2 und (p, q), (r, s) eine Basis von G mit A = det( f : ) > 0. 
Dann ist A = [k((x, y)) : Q(R)]. 
Sei A = k[x’, y”] und q = mA R. Da R iiber A ganz ist, gilt: 
co(q)= a. b/A (vgl. [15], S. 2991). 
LEMMA 3.1. (a) Gilt fiir jedes i = l,..., r, ai > a oder b, > b, so ist 
eo(mR)=e,(q)= a e b/A. 
(b) Ist ai > a fir alle i = l,..., r, so gilt 
e,(R) = e&Q. 
Beweis. Fiir ein Element z = xcyd E R gilt 
zab E (x’R)~~ n ( ybR)Od. 
1st also c > a, so ist z ganz iiber xaR, und ist d > b, so ist z ganz iiber ybR. 
Im Fall (a) folgt, daB q Reduktion von mR ist und damit eO(m,) = co(q). Fur 
(b) ist PR Reduktion von p, so dal3 Z(p) = ht(p) = 1 ist. Daher folgt die 
Behauptung aus [3, Satz 21. 
Frage. Man sieht leicht, da13 die Bedingung ai > a fur alle i notwendig 
und hinreichend dafiir ist, da13 xaR Reduktion von p ist. 1st die Bedingung 
such notwendig fur l(p) = ht(p), d. h. fur e,(R) = e,(R,)? Anders gefragt, 
besitzt p stets eine minimale Reduktion, die minimal von Monomen erzeugt 
wird? 
Eine partielle Antwort auf die erste Frage gibt die folgende Bestimmung 
der Multiplizitat von R,. Es ist e,(R,) = e,,(&,) und 
I?, = k((yb))[x”, ZI )...) z,]. 
Setzt man B = gP[ y], so ist m, = mR B und B/m, = k(( y)). Nun ist 
B = k(( y))[Y, x”‘,..., xarj 
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und daher e,(B) = min{a, a, ,..., a,} wegen ggT(a, a, ,..., a,) = 1. Aus der 
Formel 
ed&,)[Q(B) : Q@,)l = d~MW) : Wd)l 
erhlilt man also 
e,(R,) = min{ a, a i} . b/d’ 
mit A’ = [Q(B) : Q(R,)]. AUS yb, yA E Q(rT,) folgt A’ < g&h A). 1st 
insbesondere A = 1, so ist A’ = 1 und daher gilt: 
LEMMA 3.2. Ist A = 1 und e,,(R) = e,(q), so ist e,,(R) = e,(R,) genau 
dann, wenn ai > a fiir alle i. 
Auf das folgende Lemma wurden wir von Hochster hingewiesen. Es zeigt, 
darj man die Cohen-Macaulay-Eigenschaft des Ringes R aus der Halbgruppe 
der in R auftretenden Exponenten ablesen kann, denn such der ganze 
Abschlufi von R wird von Monomen erzeugt. 
LEMMA 3.3. Sei S ein lokaler zweidimensionaler Integritdtsbereich und 
u, v ein Parametersystem von S. Der ganze AbschluJ S von S sei noethersch. 
Dann sind folgende Aussagen ciquivalent : 
(1) S ist Cohen-Macaulay-Ring. 
(2) Fur jedes z E S&S ist zu 6Z S oder zv 6Z S. 
Beweis. Die Lokalisierungen von S sind Cohen-Macaulay-Ringe, so da13 
x, y eine S-regullre Folge ist. Daher sind beide Bedingungen Siquivalent 
dazu, da13 x, y eine S-regulke Folge ist. 
In den folgenden Beispielen sei R = Q/I mit Q = k[U, V, Z, ,..., Z,l, wobei 
U auf xa, V auf yb und Zi auf zi abgebildet wird. Ferner sei P = (U, Z, ,..., Z,) 
und M das maximale Ideal von Q. 
Beispiel 1. R = k([x*, y3, x3, x*y*I]. 
Es ist R = Q/(Zi - U3V2; U3 - Z:). Wir setzen f, = Zi - U3V2 und f2 = 
U3 - Z:. Diese Elemente bilden eine regullire Folge in Q. Die Leitformen in 
gr,(Q) = k[ U, V, Z,, Z,] sind Zi, Zi, in gr,(Q) = k[Vj [U, Z,, Z,] sind es 
Zf und Z: - U3V2. In beiden Fallen erhalt man eine regullre Folge, so da13 
aus Satz 2.4 bzw. Theorem 2.6 die normale Flachheit von R langs p folgt. 
Man kann in diesem Beispiel such direkt nachweisen, da13 die R/p-Moduln 
v/P”+ ’ torsionsfrei und damit frei sind. Dazu mu13 man sich tiberlegen, da13 
es fiir diese Frage gentigt, sich auf Monome zu beschranken. 
Beispiel 2. R = k([x4, y3, x9, x”yj. 
Hierist R = Q/(Z: V - Z: ; u - Z:) wieder vollstandiger Schnitt wie 
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Beispiel 1, und es gilt e,(R) = e,(R,) nach Lemma 3.1. Wegen z:y3 =z: hat 
aber der R/p-Modul p2/p3 Torsion, so da13 R nicht normal flach langs p sein 
kann. Mit f, = 2: V- Z: und f2 = u - Z;i gilt aurjerdem v,(fi) = 3 # 
vP(fi) = 2. Die Leitformen von f, und f, in gr,(Q) sind eine reguliire Folge, 
aber aus dem Korollar zu Theorem 2.2 folgt, da13 die Leitformen in grpaP(Qp) 
keine fastregulare Folge bilden konnen. 
In Beispiel 1 hatte man als Relationen such g, = Z: - Zi Y2 und g, = fi 
wahlen konnen. Dann ware trotz normaler Flachheit vhl( g,) # vP( gi). Aus 
dem schon erwahnten Theorem 2 von Hironaka [4, Chap. II] kann man mit 
Hilfe des Nakayama Lemmas jedoch folgendes schliel3en: Sind g, ,..., g, E Q 
Elemente, deren Leitformen in gr,(Q) eine qregulare Folge bilden (das ist 
hier erfiillt) und ist R normal flach langs p, so kann man I durch Elemente 
f, Y.~f, erzeugen mit vM(fi) = vp(fi). Es bleibt offen, ob beim Fehlen 
normaler Flachheit eine solche “Verbesserung” der Relationen unmoglich ist. 
Nach Beispiel 2 konnte man einen solchen Zusammenhang vermuten. 
Beispiel 3. R = kix*, y*, x5, x2y, x’y]. 
Auch hier ist e,(R) = e,(R,), aber R nicht normal flach langs p (da 
y’z, = zzz3). Dieser Ring ist kein vollstandiger Schnitt und fallt damit nicht 
unter unsere Ergebnisse des zweiten Abschnitts. Man jedoch mit Hilfe von 
Lemma 3.3 sehr einfach die Cohen-Macaulay-Eigenschaft verifizieren. Es ist 
R = k[x, ~1, und ein Monom z = xcyd liegt genau dann in R\R, wenn 
(c, d) = (1, d) oder (c, d) = (3,2k) oder (c, d) = (0,2k + 1) (mit beliebigem 
d, k E NJ ist. Es ist also stets zy2 6J R. 
4. NORMALE FLACHHEIT BEI ENDLICHEN ERWEITERUNGEN 
Der nachste Satz benutzt die bekannte Tatsache, da13 fur eine endliche 
Erweiterung R c R’ von Ringen und einen endlich erzeugten R’-Modul M 
folgende Aussagen Equivalent sind: 
(a) M ist flacher R- und R’-Modul. 
(b) M ist flacher R’-Modul und R’ ist flacher R-Modul. 
SATZ 4.1. Sei R ein lokaler Ring, R’ eine endliche Erweiterung von R 
und p c R ein Primideal derart, daJ p ’ R’ c p und R/p regulbr ist. Ftir die 
Bedingungen 
(i) R ist normalflach l&gs p; 
(ii) R’ ist normaljlach liings p; 
(iii) R’/p ist Cohen-Macaulay, 
gilt: Aus je zwei Bedingungen folgt die dritte. 
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Beweis. (i) und (ii) 3 (iii): p/p* ist flach iiber R/p und RI/p, also ist 
R’/p flach iiber dem regularen Ring R/p und damit Cohen-Macaulay. Setzt 
man (iii) voraus, so ist R’/p treuflach iiber R/p, und die Moduln p”/p*+’ 
sind R/p-flach genau dann, wenn sie RI/p-flach sind. 
KOROLLAR. Ist zusiitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes pR’ = xR’ 
ein Hauptideal mit einem Nichtnullteiler x E R’, so gilt: 
R ist normalflach langs p o R’ist Cohen-Macaulay. 
Beweis. R’ ist normal flach llngs p, und R’ ist genau dann 
Cohen-Macaylay, wenn R’/p Cohen-Macaulay ist. 
LEMMA 4.2. Sei R ein normaler noetherscher Integritiitsbereich und 
a c R ein Ideal mit ht(a) = l(a) = 1. (Zst R nicht lokal, so sol1 diese 
Voraussetzung bedeuten, daJ a eine Reduktion besitzt, die ein Hauptideal #O 
ist.) Dann ist a ein Hauptideal. 
Beweis. Sei x . R eine Reduktion von a und 
a=q,n... nq,na’, 
wobei die qi primar sind mit ht(q,) = 1 und a’ der Durchschnitt der eingebet- 
teten Komponenten ist. Es ist 
$CX=fi=p,n... np, mit Pi=fi, 
und fur jedes i gilt nach [7] 
e,,(x . R,i) = eda . R ,i>. 
Da XR als divisorielles Ideal keine eingebetteten Komponenten besitzt, folgt 
xR=a,n... n q,. Aber x E a, so da13 a =x . R gelten mug. 
KOROLLAR 1. Sei R ein lokaler (noetherscher) Integritatsbereich, dessen 
ganzer AbschluJ R ein endlich erzeugter R-Modul ist. p c R sei ein 
Primideal, so daJ Rjp regular ist und p . R c p. SchlieJlich sei l(p) = 
ht(p) = 1. Dann gilt 
R ist normal jlach kings p o R ist Cohen-Macaulay. 
Beweis. Wegen l(p . R) Q Z(p) ist p in R ein Hauptideal. 
KOROLLAR 2. Ist zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Korollar 1 
noch dim R = 2, so ist R normal flach liings p. 
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Nach Fertigstellung des Manuskripts erhielten wir Kenntnis von der Arbeit 
“On Graded Rings, II @“-graded rings)” von S. Goto und K. Watanabe.’ 
Dort werden fiir monomial erzeugte Ringe R beliebiger Dimension 
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Halbgruppen der 
Exponenten angegeben, damit R ein Cohen-Macaulay-Ring bzw. ein 
Gorenstein-Ring ist. Das von uns in Lemma 3.3 angegebene 
Cohen-Macaulay-Kriterium ist jedoch kein unmittelbarer Spezialfall der 
Ergebnisse von Goto und Watanabe. 
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